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1.

Megvizsgalni egy jelenséget

Gordiilé poharak

Tekintslik meg ezt a két papirpoharat!
Képzeljik el, hogy elgurulnak a padlén.

irjunk 6ssze néhany kérdést, amelyek esziinkbe jutnak.

"A pohar ugy gurul, hogy ...?"

"Hogyan lehetne megjésolni ...?"

"Mi torténne, ha ....?"

Fogalmazzunk meg néhany feltételezést! Példaul ilyeneket:

" Ha ezt a formdju poharat hasznalom, akkor azt torténik, hogy..."
" Ha tul er6sen guritom a poharat, akkor ..."

Most kisérletezziink, és gy(jtsiink adatokat!

Meg tudjuk-e magyardzni, és tudjuk-e igazolni a sejtéseinket?

Spirolaterals
irjunk be néhany szamadatot a Spirolaterals jatékba. Kattintsunk a"Go"-ra, és nézziik, mi térténik!

Hogyan hatarozzak meg a begépelt szamok, hogy mi torténik a képerny6n?
irjunk 6ssze néhany kérdést, amit megvizsgalunk.

Ezek példaul ilyenek lehetnek:

"Hogyan tudndnk rajzoltatni ....?"

"Mi torténik, ha .....?"

Prébaljuk meg megvalaszolni a sajat kérdéseinket!
Fogalmazzunk meg néhany feltételezést! Példaul ilyeneket:

" Ha harom szdmot hasznalunk ..."

" Ha megismétliink egy szamot..."

" Ha megcseréljuk a szdmok sorrendjét ..."

Meg tudjuk-e magyardzni, és tudjuk-e igazolni a sejtéseinket?
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2. Az IBL-ciklus modellje

A kis dobozokban a modellezési folyamat |épései vannak.

A szélesebb dobozokban azok a tevékenységek vannak, amelyekkel egyik 1épéstél a masikig jutunk.

Problémahelyzet

Egyszerisités és reprezentacio

¢ a probléma beazonositasa

¢ egyszeriisités és a probléma reprezentaciodja

e informécio, modszerek és eszktzok kivalasztasa

Matematikai modell

Elemzés és megoldéas

¢ a kapcsolat a mar ismert dolgokkal

e vizualizacio, abrakészités

e ValtozOk szisztematikus varidlasa

o torvényszer(iségek és kapcsolatok keresése

e szamitasok és elvégzése, eredmények rogzitése
o sejtések megfogalmazasa és altalanositasa

e logikus, deduktiv kdvetkeztetések

\-

Megoldas

Ertelmezés és értékelés

o kovetkeztetések, érvek, altalanositasok forméalasa
¢ vajon megfelel6 és pontos az eredmény?
¢ az eredeti problémara is megoldas?

Kielégité a megoldas?

— NEM —u

IGEN

!

Kommunikaléas és reflektalas

e az eredmények hatékonyi kézlése és megvitatasa
e alternative megoldasok megfontolasa

e elegancia, hatékonysag, ekvivalenvia megfontolasa
e 0sszekapcsolas mas problémakkal

Beszamolé
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Problémahelyzet

/E

¢ Mi pontosan a probléma? El tudom mondani?
¢ Mit tudok mar, és mit kell most megoldanom?
e Tudom-e egyszer(siteni a problémat?

¢ Milyen feltételezéseim vannak?

e Milyen matematikai tudas segithet itt?

.

gyszeriisités és reprezentacio

Matematikai modell

Elemzés és megoldas

o Lattam mar hasonlét korabban?

e Tudok-e rajzot késziteni?

e Mi van régzitve, és mit tudok valtoztatni?

e Tudok-e szisztematikus valtoztatasokat tenni?

¢ Hogyan tudom feljegyezni, amit csinalok?

o Latok-e valami toérvényszeriiséget vagy kapcsolatot?
e Ez a torvényszerliség mindig mikodik? Biztosan?

Egy megoldéas a probléméra

Ertelmezés és értékelés

¢ Milyen kovetkeztetések vonhatok le?
¢ Hogyan ellenérizhetem a munkamat? | NEM
e Esszeriiek a kdvetkeztetéseim?

Kielégité a megoldads?

Kommunikalj és reflektalj

¢ Hogyan tudom legjobban bemutatni a munkamat?
e Utélag: volt esetleg jobb megoldas?
e Hasznos lesz ez a megoldas mas problémak esetén is?

Beszamolo
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3. Fényképek

Nézd meg az alabbi fényképeket!
e Az adott helyzetben megfigyelhet6 dolgokrol listat készitlink.
e Milyen kérdések adéddnak?
e Olyan kérdéseket fogalmazzunk meg, amelyek pl. igy kezd6dnek:
o Mennyi..?
Mi torténne, ha ...?
Most pedig matekozunk kicsit a képek alapjan!

Domindk

Naptar
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Hordokupac

Németorszagi jarda
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Tricikli négyszogletii kerékkel

Matrjoska babak

Ezeket a fényképeket Malcolm Swan készitette.

Tovabbi érdekes, matematikai problémakra vezets fotdk talalhatdk Richard Phillipstél:
http://www.problempictures.co.uk/
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4. Iskolaépités miianyag palackokbol Hondurasban

Nézd meg a képeket és:

e Készits egy listat azokrol a dolgokrdél, amiket megfigyeltél!

e (rjle néhany matematikai problémat, ami a képek alapjan eszedbe jut!
e Probald az egyiket megoldani!

kovekbdl alapot készitlink....  és elkezdjik épiteni....
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Ablakot is hagyunk... és bevakoljuk a falakat.

This building is in Honduras and is now a centre for a secondary education programme that is
designed to equip and motivate young people to help their communities and to reduce poverty.
The programme is particularly designed to help students develop a capacity for problem solving.

Photographs with kind permission from:
Bayan Asociacion de Desarollo Socio-Econdmico Indigena, La Ceiba, Honduras.
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5. Iskolaépités miianyag palackokbdl: az IBL-modell

Megmutatjuk, hogy az IBL-ciklus hogyan értelmezhet6 a mlanyag palackos iskolaépitéses példa
kapcsan.

(i) Egyszerdisités és reprezentacio
Néhany probléma, amely itt megfogalmazhato:
e Mennyi palackra van sziikség a felépitéshez?
e Milyen magas az éplilet és az ember?
e Hogyan illeszthet6k 6ssze a palackok?
e Mennyi homok kell a palackok megt6ltéséhez?
Mennyi malter kell kozéjiik?
Hogyan alakithatdk ki a sarkok?
e Mia helyzet az ajtokkal és ablakokkal?
e Mia helyzet a tetével?

Most arra 6sszpontositunk (legalabbis ezzel kezdjik), hogy:
Hany palackra van sziikség az épitéshez?

ElGszor is leegyszerdsitjik a kérdést ugy, hogy négy fal legyen (ez az alsé fénykép alapjan nagyjabdl
igy is latszik), mindegyik fal egyforma hosszu, és nincsenek ablakok. Megkdnnyiti a szamolast, ha
feltételezzik, hogy a palackok méretében nincs nagy kiilonbség, és hogy “négyzetesen” rakjak
azokat:

secliieee

Ezeket a feltevéseket majd a modell masodik kérében mddositjuk.

(ii) Elemzés és megoldas

Megszamoljuk, hogy egy sorban hany palack van.

Becslést adunk a sorok szamara (nem lathatjuk mindet.)

Egy falban a palackok szama korilbelill az el6z6 kettének a szorzata

Négy fal van, tehat négyszer vessziik, mert feltessziik, hogy egyforma hosszuak a falak.

Korilbelll 25 palack van egy sorban.

Csak a fels6 hét sort latjuk tisztan; ez korilbelil egyharmad magassag.
Szdéval nagyjabdl 3-szor 7, kereken 20 sor van.

Vagyis egy fal nagyjabdl 20x25, azaz 500 palackot tartalmaz.

Ha a négy fal egyforma méretd, akkor 4x500 = 2000 palack kell.

(iii) Ertelmezés és értékelés

Az eddigiek mar elég jol mutatjak az IBL-ciklust (és ezt kdnnyen is 6ssze tudtuk foglalni), de (és
ezért nevezziik modellezési ciklusnak) ha igazan komolyan meg akarjuk érteni a problémat, akkor
vissza kell térniink az elejére, hogy megbirkdzzunk néhany tovabbi kérdéssel, amiket kordbban
listdztunk.
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A lehetséges finomitasok példaul a kovetkezGkre vonatkozhatnak:
e Milyen méretl palackok ezek? (Az ember magassagabdl tudunk ra becslést adni.)
e Mennyi homok kell?
(Pl. 2000 darab 1 literesbe 2-3 tonna kell; ugye? )
e _.és,természetesen, kell egy megfelels terv az épitéshez.

(i) Egyszerdisités és reprezentacio
A palackok rakasat masképpen is modellezhetjik, mint a kovetkezG6 dbra bal oldalan (malter nélkl)
vagy jobb oldalan (malterral).

Nincs malter: Malter a sorok kozott:

Coolicee

(ii) Elemzés és megoldas

Ha nincs malter, akkor a leghosszabb sor hosszusaga egyenl6 palack dtmérdéje x egy sorban lévé
palackok szama. A sorok magassdga a képen lathatd egyenld oldali haromszog magassaga lenne.
Ezt ki lehet szdmitani vagy Pitagorasz-tétellel, vagy egyszer(ien megmérve harom palack esetén a
magassagot.

3
A sorok magassaga = EY x diameter = 0.87 x diameter

Vagyis ha szorosabban pakoljuk a palackokat (és nem négyzetesen) akkor kériilbeliil 13% helyet
takaritunk meg, de a sorok végén nagyobb hézagok lesznek.

Ha maltert is alkalmazunk, akkor a sorok magassaga nagyjabdl megegyezik a palack atmérgjével.
Ezek alapjan ésszerd feltételezni, hogy a falak magassaga kortlbelll egyenl6 palack atmérdéje x

sorok szama.

A malteros és a malter nélkiili modellek esetén is kétsoronként eggyel csokken a szlikséges
palackok szama.

Az egy falhoz szlikséges palackok szamat tdblazatban jelenithetjiik meg:

Sorok 6 9 [ 15 [ 21 [ 27 | 33 | 39 0L
szama 5 8 13 | 18 | 23 | 28 | 33 cons| @ o @
(r) 4 6 10 14 18 22 26 o o
3 5 8 11 | 14 | 17 | 20 t
2 3 5 7 9 11 | 13 3 bottles

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7

Palackok szama a leghosszabb sorban (n)

Ha feltételezziik (mint az el6bb), hogy 25 palack van a leghosszabb sorban, és 20 sor van, akkor ez
az elrendezés csak 10-zel kevesebb palackot, vagyis 490-et igényel egy falhoz.

Négy falnal ez 1960 darab, mindGssze két szazalékkal kevesebb, mint a korabbi (négyzetes
épitésnél adott) becslés!
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(iii) Ertelmezés és értékelés

A mostani elemzés azt mutatta, hogy a korabbi becslés ésszer( volt.

A kovetkez6 elemzés algebrai természet(i, amely a probléma altalanos szerkezetét fogja mutatni.
Ez sok tanuld képesség meghaladhatja, de megmutatja egy egyszer( probléma esetén az analitikus
modellezés folyamatat.

(i) Egyszerdisités és reprezentacio
Mennyi palackra van altaldban sziikség a téglalap formaju épitkezéshez?

ElGszor kivalasztjuk és listazzuk a valtozékat:

Fal magassdga

Fal szélessége

Palack atmérgje

Db egy sorban

Sorok szdma r
Db a falban w
Osszes palack szama T

A falakat 1-t6l 4-ig indexekkel jeloljik.

S Qs T

Most dsszefiiggéseket generdlunk a valtozék kozott:

T=W+W, +W, +W, (A palackok szama a négy falban 6sszesen)

W, =nxr sth. (Feltételezve, hogy a falak egyforma magasak: r)
h

r= q (Feltételezve, hogy a sorok d tavolsagra vannak egymastdl)
Wl , . ,

n = 9 stb. (Ha nem feltételezziik, hogy a falak egyforma szélesek)

(ii) Elemzés és megoldas
Uj egyenletek az el6z6ek alapjan:

w, x h
d2

1

W =nxr=vﬁxhz
d d

h
T =W, +w, +W, +W,) x FE

h ,
T=Px FEl (where P = Total perimeter of house) P = a haz keriilete
A
T= FEl (where A = Total area of the walls)

A = a falak 6sszes felulete

(iii) Ertelmezés és értékelés

Az épitéshez szilkséges palackok szdmdara vonatkozéan barmelyik két 6sszefliggés felhasznalhaté. A
masodikban is benne van a feltételezés, hogy nincsenek ablakok és ajtok.

Egyszerlen szélva: minden palack akkora falfellletet foglal el, amekkora az &tméréjének a
négyzete. Ezt az 6sszefliggést talan mar a kezdetektdl Iatnunk lehetett volna!
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6. Egy foglalkozasterv

A kovetkez6 foglalkozasterv arra mutat példat, hogyan alkalmazhatjuk a fényképsorozatot, amikor
tanulékkal dolgozunk. Ez a megkozelitésmad arra vald, hogy bevezesse 6ket a modellezési ciklusba.
A leirt id6mennyiségek nagyon hozzdvet6legesek csupdn. Ez a foglalkozas a valdsagban akar két

.....

A problémahelyzet vazolasa, majd a tanulékat megkérjiik a problémak azonositasara, 5
perc

A mai dra célja, hogy megnézziik, hogyan hasznositjatok matematikai tuddsotokat, amikor
egy problémahelyzetet elemziink.

Elsé ranézésre taldn ugy tiinik, nem is matematikai vagy természettudomdnyos problémdarol
van itt sz0.

Szeretném ldtni, mennyire kreativan haszndljdtok azt a tudds, amit mdr az iskoldban
megtanultatok.

Eletszer( és mégis megfontolt bevezetés kell. Hasznalj PowerPoint prezentaciét vagy interaktiv
tabla, ha lehetséges.

Ezeket a fényképeket Hondurasban készitették. Azt Iatjuk, hogy néhdny ember egy iskoldt
épit olyan egy literes (ditGitalos palackokbdl. ElI6sz6r megtéltik ezeket homokkal, majd tgy
haszndljék, mint a tégldt.

Ez nagyszerli mddja a hulladék ujrahasznositdsdanak!

Milyen kérdéseket tudunk feltenni ezzel a térténettel kapcsolatosan?

Adj két percet a tanuléknak, hogy leirjanak minden kérdést, ami hirtelen esziikbe jutott, gy(jtsik
Ossze az Otleteket a tablan. Példaul:

Mennyi palack (vagy mennyi homok) kell egy fal felépitéséhez
Mennyi palack kell az épiilet felépitéséhez?
Hogyan lehet megépiteni a sarkokat?

Megkérdezziik a tanuldkat, hogy a kérdések koziil melyeket lehet a matematikai tuddsunkkal
megvalaszolni, és ezutan csoportokban dolgoznak egy-egy, a csoport altal valasztott probléman.

A probléma leegyszer(isitése és reprezentacidja 10 perc

Magyarazd el, hogy néha egy probléma tul bonyolult ahhoz, hogy 6nmagaban megvizsgaljuk.
ElGszor le kell 6ket egyszerdsiteni, hogy matematikai modellt rendeljiink hozzajuk. Amikor
matematikat mdveliink, szinte mindig igy teszlink.

Hogyan tudunk nekikezdeni a problémdnak? ElGszér oldjunk meg egy egyszeriibbet?
Milyeneszkézdket tudunk felhaszndlni, hogy kézelebb kertiljiink a problémdhoz?

Segitene, ha négyzetrdcsos papirt, milliméterpapirt, mérészalagot vagy vonalzot haszndlndnk
Milyen fajta dbra lehet segitségiinkre?
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Gydijtsuk 6ssze, milyen eszkozok allnak rendelkezésre. Ha lehetséges, ezeket helyezziik el ugy a
teremben, hogy a tanuldk hasznalhassak 6ket, ha akarjak, de ne érezzenek kényszert a
haszndlatukra.
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Adjunk tiz percet a tanuldknak, hogy megtervezzék, hogyan fognak dolgozni a probléman.

Most tiz percig pdrokban dolgozzatok a vdlasztott problémdn. Azutdn majd megkérek
néhdny embert, j6jjén ki, és mesélje el, hogyan fogna neki a vizsgdlt problémdnak.

Tekintsiik 4t a matematikai modelleket, amiket a tanuldk valasztottak 10 perc
Kérjiik meg a tanuldkat, magyarazzak el a mddszert és a jeloléseket, amiket haszndlnak. Példaul:

"Leegyszerdlsitjiik a kérdést ugy, hogy kisebb falat képzeliink el, és megnézziik, meg tudjuk-e
szdmolni, mennyi palackra van sziikség. Fekete péttyel jeléljiik a palackokat.

Az dbra azt mutatja, hogy amikor 5 sor van, és a 3 palack kell az alsé sorban, akkor 13
palackra van sziikség."

3 bottles

Természetesen a tanulék mindenféle egyszer(sitéseket és jeloléseket alkalmazhatnak, és ezek
némelyik hasznosabb, mint a tobbi. Beszéljik meg, melyiknek mi az el6nye vagy hatranya.

Elemzés és problémamegoldas 20 perc

A tanulék parban dolgoznak a megoldason. Amig dolgoznak, a tanar korbejar, és stratégiai
tanacsokat ad, mint példaul:

Ne kapkodj, van idd!

Mi az, amit mdr tudsz?

Most mit prébdlsz kiszamolni?

Ne kérj segitséget tul hamar — prébdljdtok magatok kézt dtgondolni.

Akik nem boldogulnak a feladattal, kapjanak a2-es Handoutbdl (IBL-ciklus) vett kérdéseket

Hol lattdl kordbban hasonldt?

Egy ilyen részletes dbra megrajzoldsa nagyon sok idé. Tudndl valami egyszeriibb dbrat
késziteni?

Mi az, amit régzitettél? Mi az, ami vdltozik? Meg tudndd ezt nézni szisztematikusan?
Ldtsz valami térvényszeriiséget vagy dsszefliggést? Meg tudod magyardzni?

Hogyan jegyezted le, amit dolgoztadl?

El tudndd mondani, hogy kévetkezett ebbél a Iépésbbl emez?
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Akik jol haladnak, azokat segitsd tovabblépni az értelmezés és értékelés felé:

Mi jott ki végiil?

Hogyan tudndl meggyézni, hogy joé ez a megoldds?

Mennyire pontos a vdlaszod? Ez kell6 pontossdg?

Tudsz-e valami mdsmddszert, amellyel mdsképp is meg tudndnk oldani a problémdt?

A tanuldk elmondjak a kiilonb6z6 megolddasmeneteket, és reflektalnak azokra. 10 perc

Ha mar a tobbség jelentds el6rehaladast ért el, néhany tanuldpdrt kihivunk az osztaly elé, hogy
mondjak el otleteiket a tobbieknek. Nem baj, ha néhdnyan még nem értek teljesen a végére.
Ebben az esetben is meg tudjdk osztani egymassal meglatasaikat, otleteiket.

No, most dlljunk megq kicsit, és osszuk meg egymdssal, hogy mire jutottunk, és figyeljiik meg,
a matematikai hogyan segitett vagy esetleg nem segitett az egyes lépésekben. Néhdnyan
még nem fejezték be, de nem is a végsé vdlasz a lényeges, hanem a gondolatmenet.

Mondjdtok el tehdt:
e melyik kérdésen dolgoztatok;
e hogyan modelleztétek matematikailag a problémdt;
e hogyan elemeztétek a modellt, hogy megkapjdtok a vdlaszt;
e és hogy milyen kévetkeztetésre jutottatok, és értelmes vdlaszt ad-e a kapott
eredmény.

Mi azon dolgoztunk, hogy mennyi palack kell az épiilethez. Megszamoltuk a palackokat egy
sorban, aztdn a sorokat — de nem nagyon ldtszott, hogy hdny sor van. Aztdn ezeket
Osszeszoroztuk. Aztdn azt mondtuk, négy fal van, mondjuk egyforma méretliek. Aztdn
elkezdtiink problémdzni az ajtékon és ablakokon...

Amig a tanuldk bemutatjak Gtleteiket, a tobbiek kommentaljak a hallott megoldasmenet el6nyeit
vagy hatranyait. Ha egy magyarazat jonak tlinik, de zavarosan van elévezetve, prébald a
kovetkezéket:

Ezt el tudndd még egyszer mondani?

Jonak tiinik az étlet, de magyardzd el, Iégy szives, olyan tisztdn és érthetéen, ahogyan csak
tudod.

A vildgos kommunikdcio alapvetd a matematikdban

Tekintsd at a folyamatot, amin a tanuldk végighaladtak 5 perc

Meséld el a tanuldknak az IBL-ciklus egyszer(sitett valtozatat, és igy elemezd a folyamatot, amin
most keresztiilmentek. Prébald elérni, hogy kicsit tudatosabban értékeljék ezt a modellt.

A matematikdban és a természettudomdnyokban ilyen folyamatok vannak. Nem csak arrdl
van sz0, hogy egyszerli technikakat megtanuljunk, mint példdul a tértek ésszeaddsdt! Hanem
kiilbnbéz6 problémahelyzeteket Iatunk a vildgban, leegyszerdisitjiik azokat, hogy jobban

megértsiik Oket.

A kutaté matematikusok és természettudodsok is ezt teszik a mindennapi munkdjukban.
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