 		
	aprendizaje DE CONCEPTOS POR INVESTIGACIÓN


Introducción
Éste módulo parte de la idea de que los procesos del aprendizaje por investigación se pueden integrar en la enseñanza de las Matemáticas y las Ciencias. Con frecuencia estos dos aspectos de la enseñanza están separados: por un lado se enseña el contenido como una serie de hechos y destrezas que deben ser imitadas y dominadas, y/o se enseñan procesos mediante investigaciones que no buscan incorporar el conocimiento de contenidos importantes. La integración de contenido y procesos plantea muchos retos didácticos. 

Los procesos que se analizan aquí son: observar y visualizar, clasificar y crear definiciones, realizar representaciones y conectarlas entre sí, representar y establecer conexiones, calcular, medir y cuantificar, valorar, experimentar y controlar las variables. Como han señalado algunos autores, se trata de desarrollar las capacidades humanas naturales que empleamos desde nuestro nacimiento (Millar, 1994). Hasta cierto punto, las usamos inconscientemente todo el tiempo. Cuando los profesores aprovechan y desarrollan estas capacidades para ayudar a los alumnos a comprender conceptos matemáticos y científicos, los alumnos se interesan y se involucran mucho más en su aprendizaje. 

La presente unidad contiene muchas actividades, más que suficientes para aplicarlas en una sesión. Se aconseja usar el presente módulo como un menú en desde el que se puede elegir aquellas que más se adecuen a nuestras necesidades. No obstante, es importante que se les dé una oportunidad a los participantes para que ensayen e implementen estas actividades en sus clases y presenten un informe de los resultados.
Actividades
Actividad A: Observar y visualizar	2
Actividad B: Clasificar y definir	4
Actividad C: Utilizar diferentes representaciones	6
Actividad D: Establecer conexiones	8
Actividad E: Estimar	10
Actividad F: Medir y cuantificar	12
Actividad G: Evaluar afirmaciones, resultados y razonamiento	14
Actividad H: Experimentar y controlar las variables	16
Actividad I: Preparar una clase; impartirla y reflexionar sobre los resultados	18
Lecturas recomendadas	19
Referencias	19








Agradecimientos:
Este material ha sido adaptado para PRIMAS a partir de los materiales de desarrollo profesional elaborados por el equipo del Shell Centre en el Centre for Research in Mathematics Education de la Universidad de Nottingham. Incluye material adaptado del Improving Learning in Mathematics © Crown Copyright (UK) 2005 con el permiso del Learning and Skill Improvement  Service www.LSIS.org.uk.
[bookmark: _Toc149968156][bookmark: _Toc149985030][bookmark: _Toc305415901][bookmark: _Toc137876366]ACTIVIDAD A: OBSERVAR Y VISUALIZAR
Tiempo necesario: 30 minutos
La observación y visualización son capacidades humanas naturales que tenemos desde nuestro nacimiento. Por observación se entiende fundamentalmente lo que podemos ver y percibir directamente, mientras que la visualización hace referencia a lo que podemos imaginar y transformar mentalmente, en nuestro “ojo mental”. La cuestión aquí es que dichas capacidades se estimulan muy poco en las aulas, al menos en parte porque no nos utilizamos tareas que requieran el uso de estas capacidades para que se lleven a término con éxito.
Las actividades que presentamos aquí pretenden ser simplemente ejemplos de tres posibles formas de aprovechar las capacidades de observación y visualización de los alumnos. Se trata simplemente de ejemplos; pueden encontrarse fácilmente otras variantes para cualquier nivel de dificultad. En la columna de la izquierda de la hoja de ejercicios se presentan descripciones generales de las actividades, mientras que en la columna de la derecha se muestra un ejemplo específico. A continuación se tratan brevemente.
	· Trabaja con alguna de las actividades de la ficha de trabajo 1.
· Compara tus observaciones y tus imágenes mentales:
- ¿En qué las “ves” diferentes?
- ¿Qué te ha llamado la atención?
- ¿Qué has intentado manipular mentalmente? 
· Intenta desarrollar una actividad usando uno de estos modelos en tu clase. Intenta proponer ejemplos que obliguen a los alumnos a observar con atención las propiedades de los objetos, y que provoquen discusiones sobre las distintas definiciones. 
· Realiza la actividad e informa sobre la misma en la siguiente sesión.



Alhambra 
	Los azulejos de la Alhambra siguen un patrón repetitivo complejo hecho a partir de numerosas formas diferentes. Se pedirá a los alumnos que hagan un esbozo de cada azulejo utilizado para construirlo. Servirá con dos pequeños azulejos tal y como se muestra a continuación.  
¿Podría ser que el patrón estuviera hecho a partir de un pequeño azulejo?
	


Cubo de queso
Pide a los participantes que describan todas las formas que “vean” conforme se va cortando el queso. Al principio se formará un pequeño triángulo, pero puede ser cualquier figura dependiendo del ángulo del cuchillo. Cuanto más grandes se hagan los cortes, más sorprendidos estarán los participantes de “ver” todo tipo de cuadriláteros, pentágonos y hexágonos. Es posible que prefieran dibujar diagramas y trabajar con ellos antes de debatirlo. Estimula el debate, pero sólo después de haber trabajado mentalmente. 
Cables del puente colgante
Diferentes formas de visualización conllevan a diferentes secuencias y expresiones algebraicas:

	


	
	
	
Debes ser también capaz de ver el diagrama como la diferencia de dos cubos:




	1, 7, 19, .....
	
	
	



Ficha de trabajo 1: Actividades de observación y visualización
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ACTIVIDAD B: CLASIFICAR Y DEFINIR 
Tiempo necesario: 30 minutos
La clasificación y la definición juegan un papel fundamental en las matemáticas y las ciencias. Aquí no sólo se trata de enseñar las clasificaciones y divisiones concebidas por otros, sino también de hacer que los alumnos se interesen por estos procesos para que alcancen a comprender cómo se suceden los conceptos científicos y matemáticos. En estas actividades los alumnos examinan detenidamente una serie de “objetos” y los clasifican de acuerdo con sus diferentes atributos. Los alumnos seleccionan cada objeto, distinguen entre un objeto dado y otros similares (¿en qué son parecidos y en qué son diferentes?) y crean y usan categorías para elaborar definiciones. Este tipo de actividad es muy útil a la hora de ayudar a los alumnos a entender el significado de los diferentes términos y símbolos, y el proceso por el que se desarrollan.

	· Trabaja con alguna de las actividades de la ficha de trabajo 2.
· ¿Qué tipo de “objetos” pides a los alumnos que clasifiquen y definan en tu clase?
· Intenta desarrollar una actividad usando uno de estos modelos en tu clase. Intenta proponer ejemplos que inviten  los alumnos a observar con atención las propiedades de los objetos, y que provoquen un debate sobre las distintas definiciones. 
· Realiza la actividad e informa sobre la misma en la siguiente sesión.



Los tipos de actividad mostrados aquí pueden aplicarse prácticamente en cualquier contexto. En matemáticas, por ejemplo, los objetos descritos, definidos y clasificados pueden ser numéricos, geométricos o algebraicos. En ciencias podrían ser por ejemplo diferentes organismos. La tarea para los profesores es, pues, intentar explorar toda la gama de posibilidades. 

Semejanzas y diferencias
En los ejemplos mostrados los alumnos podrían, por ejemplo, decidir que el cuadrado es la figura que sobra porque tiene un perímetro diferente al de las otras formas (que tienen ambas el mismo perímetro); que es el rectángulo el que sobra porque tiene un área diferente al de las otras, etc. Las propiedades a tener en cuenta pueden ser el área, el perímetro, la simetría, el ángulo, la convexidad, etc. En las siluetas los alumnos pueden tener en cuenta diferentes aspectos: dónde viven los animales, cómo se mueven, cómo se reproducen, etc. Los participantes deberían intentar inventar sus propios ejemplos.  

Propiedades y definiciones
Ninguna de las propiedades define por sí misma el cuadrado. Es interesante plantearse cuántas figuras se incluirían si solo se toma en consideración una propiedad. Por ejemplo, cuando la propiedad sea “dos diagonales iguales” entonces se incluirán todos los rectángulos y trapecios isósceles, pero ¿abarcan todos los casos? 
Si se toman dos propiedades a la vez, entonces los resultados no son tan obvios. Por ejemplo, “cuatro lados iguales” y “cuatro ángulos rectos” define al cuadrado, pero “diagonales que se encuentran en ángulos rectos” y “cuatro lados iguales” no (¿qué otra cosa puede ser?). 

Crear y probar definiciones
Los participantes suelen escribir al principio una definición bastante vaga de “polígono” o “pájaro”, como por ejemplo: “Forma con bordes rectos” o “animal que vuela”. Ellos mismos se dan cuenta entonces de que son definiciones inadecuadas para los ejemplos dados. Esto les lleva a redefinirlos de manera más rigurosa, por ejemplo “figura plana limitada por un camino o circuito  cerrados, compuesta por una secuencia finita de segmentos de líneas rectas”. Definir es difícil, y los alumnos deberían darse cuenta de que hay otras definiciones para una misma idea (como “dimensión”, por ejemplo). 

Clasificar valiéndose de tablas de doble entrada
Las tablas de doble entrada no son la única representación que pueden usarse, pudiendo los participantes  proponer otras. Los diagramas de Venn y diagramas en árbol son otros  dos ejemplos de diagramas usados en matemáticas y ciencias.
[bookmark: _Toc149904083]Fichas de trabajo 2: Clasificar y definir 
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ACTIVIDAD C: UTILIZAR DIFERENTES REPRESENTACIONES
Tiempo necesario: 20 minutos
Los conceptos matemáticos y científicos tienen muchas representaciones: palabras, diagramas, símbolos algebraicos, tablas, gráficos, etc. Es importante que los alumnos aprendan a “leer” con fluidez estas representaciones y que aprendan a relacionarlas entre sí. Resulta útil pensar en que cada celda de la tabla mostrada a continuación es como un proceso de relación. Algunas relaciones son más comunes que otras en las actividades de clase. Por ejemplo, a los alumnos se les pide con frecuencia que se sepan mover entre tablas y gráficos. Esto se denomina “trazado”. 

	de\a
	palabras
	imágenes
	tablas
	gráficos
	fórmulas

	palabras
	
	
	
	
	

	imágenes
	
	
	
	
	

	tablas
	
	
	
	trazado
	

	gráficos
	
	
	
	
	

	fórmulas
	
	
	
	
	



	
· ¿Qué representaciones usas con más frecuencia en tu clase?
· ¿Qué procesos de relación enfatizas más? ¿A cuáles prestas menos atención? 
· Debate los ejemplos mostrados en la ficha de trabajo 3. 




Conforme los participantes trabajan en las actividades se darán cuenta de que algunas son poco comunes en sus clases. A continuación se incluyen algunos comentarios sobre cada actividad:

	Horas de trabajo
Las palabras describen una proporción inversa, como la que se muestra a continuación:

	Número de personas
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Tiempo en horas
	24
	12
	8
	6
	4.8
	4



	Montaña rusa
Se muestra a continuación el gráfico de dicha actividad. Es interesante señalar lo difícil que resulta para algunos alumnos, especialmente cuando malinterpretan el gráfico como una imagen de la situación. 
 (
Velocidad 
)
 (
Distancia recorrida a lo largo del circuito
)


	Palabras y fórmulas


Los alumnos se divierten intentando crearlas y haciéndolas lo más difícil posible.
	Tablas y gráficos
Este ejemplo en particular se centra en idear un gráfico más que en trazarlo. 

	Torneo




El diagrama muestra la estructura de la situación. Hay n2 - n celdas.
	
	Pingüinos
El peso es proporcional al volumen, por lo que el análisis dimensional sugeriría que el peso es proporcional al cubo de la altura si los pingüinos son geométricamente similares. Esto parece ser un supuesto razonable y un modelo aproximado es:
		P = 20 h3
donde h es la altura en metros,
y P es el peso en kg. 


Ficha de trabajo 3: Utilizar distintas representaciones
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ACTIVIDAD D: ESTABLECER CONEXIONES
Tiempo necesario: 20 minutos
La actividad de la ficha de trabajo 4 pretende animar a los alumnos a debatir la conexión entre representaciones verbales, numéricas, espaciales y algebraicas. En esta actividad los participantes trabajarán en grupos de dos o tres. Empezarán recortando las tarjetas. 

	· Recorta el juego de tarjetas de la ficha de trabajo 4.
· Coge cada juego de tarjetas por separado para que el Juego de Tarjetas A: expresiones algebraicas se pueda emparejar con el Juego de Tarjetas B: descripciones verbales. Pon las parejas de tarjetas una al lado de otra, cara arriba sobre la mesa. Si crees que falta alguna tarjeta, hazla tú mismo. 
· A continuación, relaciona el Juego de Tarjetas C: tablas con las tarjetas que ya has emparejado. Observarás que cada tabla se corresponde con más de una expresión. ¿Cómo te convencerías a ti y a tus alumnos de que esto es siempre así independientemente del valor que tenga n? 
· A continuación, relaciona el Juego de Tarjetas D: áreas con las tarjetas que ya has agrupado. 
¿Cómo pueden ayudarte estas tarjetas a explicar por qué las diferentes expresiones de álgebra son equivalentes? 
· Comenta las dificultades que tus alumnos pueden encontrar en esta tarea. 



La correspondencia final deberá hacerse en un poster, como se muestra en este ejemplo. 

La siguiente actividad anima a los participantes a comparar su experiencia previa con una situación mostrada en video. Todos los alumnos que aparecen en el video tienen menos de 16-17 años  y poseen pocas nociones de algebra. 





	· Mira el video. 
· ¿Qué dificultades encuentran los alumnos al realizar esta tarea?
· ¿Cómo ayuda el profesor a los alumnos? 


Por último, los participantes deberán pensar en cómo puede aplicarse este tipo de actividad a las representaciones que les enseñan a sus alumnos. 
	· Crea tu propio juego de tarjetas que ayudará a los alumnos a establecer relaciones entre las diferentes representaciones que les estés enseñando.




[bookmark: _Toc150832467][bookmark: _Toc150832584][bookmark: _Toc150917396]
Ficha de trabajo 4: Representar y establecer conexiones
Se le da a cada grupo de alumnos un juego de tarjetas. Tienen que clasificar las tarjetas de tal manera que cada conjunto tenga un significado equivalente. Una vez hecho esto, tendrán que explicar cómo saben que los grupos que han generado son equivalentes. Asimismo, podrán construir las tarjetas que falten. Las tarjetas están diseñadas para trabajen aquellas representaciones en las que los alumnos suelen tener ideas previas inadecuadas y son causa de confusión.
























[bookmark: _Toc149968161][bookmark: _Toc149985032]Swan, M. (2008), A Designer Speaks: Designing a Multiple Representation Learning Experience in Secondary Algebra. Educational Designer: Journal of the International Society for Design and Development in Education, 1(1), article 3.

[bookmark: _Toc305415905]ACTIVIDAD E: ESTIMAR
Tiempo necesario: 20 minutos. 
Los problemas de estimación obligan a los alumnos a hacer suposiciones, y después a trabajar con estas suposiciones para crear cadenas de razonamiento. Ocurre con frecuencia que, individualmente, los alumnos se sienten incapaces de resolver esos problemas pero cuando trabajan en colaboración se ven sorprendidos de la cantidad de conocimiento que pueden generar.

	· Trabajad en parejas o pequeños grupos con el problema de los árboles de la ficha de trabajo 5. 
· Cuando todos los grupos hayan preparado una respuesta razonada, explicarán por turnos sus soluciones describiendo todas las suposiciones que hayan hecho.
· ¿En qué solución confías más? ¿Por qué?



El siguiente ejemplo muestra una aproximación de lo que han hecho algunos profesores: 

1. Calcular el número de profesores del país.
2. Calcular el tamaño medio familiar.
3. Calcular el volumen de un periódico habitual.
4. Presuponiendo que cada familia compra un periódico al día, calcular el volumen total del periódico leído cada día. 
5. Calcular el radio y la altura de la parte útil de un árbol apto.
6. Calcular el volumen del tronco.
7. Presuponer que el volumen total del tronco se utiliza para hacer papel de periódico, usa tus respuestas (4) y (6) para calcular el número necesario de árboles.

Los siguientes datos han sido suministrados por la comisión forestal, y pueden servir como una fuente fiable para comprobar tus cálculos: 
"El ejemplo parte de la idea de que se utiliza todo el árbol para fabricar papel. En realidad solo se usaría el extremo más pequeño. Aproximadamente, de 2,8 kg de madera se fabrica 1kg de papel de periódico. 1 metro cúbico de madera recién talada, tal y como se suministra a fábrica, pesa unos 920 kg. Estos datos representan la media anual de una especie de árbol en concreto. Cuando el árbol tiene unos 55 años, edad en que se los suele talar, cuenta con un volumen de 0,6 metros cúbicos, incluyendo la corteza. El diámetro a 1,4 metros del suelo es de 27 cm."

	· Haz una lista con problemas de cálculo que podrías usar en una de tus clases.  
· Comenta como podría organizarse una clase en la que se trabajen problemas de estimación.



Una posible lista de preguntas podría ser:
· ¿Cuánto líquido bebes en un año? 
· ¿Cuántos profesores hay en tu país?
· ¿Cuánto tiempo te llevaría leer todos los números del uno a un millón? ¿Se tardaría lo mismo en diferentes lenguas?
· ¿Cuántas personas pueden estar de pie en tu aula sin estorbarse?
· ¿Cuántas veces late el corazón de una persona al año?
· ¿Cuántos libros de ejercicios completas durante el curso académico?
· ¿Cuántos perros mascota hay en tu ciudad?


Ficha de trabajo 5: Estimar




[bookmark: _Toc305415906]
ACTIVIDAD F: MEDIR Y CUANTIFICAR
Tiempo necesario: 20 minutos.  
Nuestra sociedad crea y utiliza unidades de medida todo el tiempo. Se crean unidades de medida para conceptos fundamentales (longitud, tiempo, masa, pendiente, velocidad, densidad) y estructuras sociales más complejas (grado académico, riqueza, inflación, rendimiento en el trabajo, calidad de la educación, proezas deportivas, belleza física). Los científicos y matemáticos crean unidades de medida para buscar modelos, relaciones y leyes. Los políticos usan unidades de medida para dirigir y controlar. Todo ciudadano con formación debería darse cuenta de que algunas de estas medidas son susceptibles de ser criticadas y mejoradas.

	· ¿Con qué tipos magnitudes te encuentras en tu vida diaria? Haz una lista en la ficha de trabajo 6.
· ¿Qué magnitudes se encuentran  alumnos?



En la ficha de trabajo 6 se proponen dos tipos de actividades para los alumnos.

	· Realizad juntos la tarea de la medida de la pendiente.
· Trata de llegar a una explicación convincente de por qué la mejor manera de medir la pendiente es altura del escalón ÷ longitud del escalón. 
· ¿Puedes encontrar otros ejemplos o medidas alternativas para el mismo concepto? 



La proporción altura del escalón ÷ longitud del escalón es mejor que la diferencia 
altura del escalón - longitud del escalón porque la proporción es adimensional. Esto significa que si agrandas geométricamente un peldaño, la proporción no cambiará, mientras que la diferencia sí. 

Como actividad final se propone proponer una unidad de medida para un fenómeno cotidiano. Puede que los participantes quieran empezar pensando en la “compacidad”:  

	
En los últimos años los geógrafos han intentado encontrar la manera de definir la forma de un área de tierra. En particular han intentado crear una unidad de medida de la “compacidad”. Probablemente ya te has hecho una idea de lo que quiere decir “compacto”. A la derecha hay dos islas. La isla B es más compacta que la isla A. La “compacidad” no tiene nada que ver con el tamaño de la isla. Puede haber islas compactas pequeñas o grandes. 

	


	· Dibuja algunas formas y colócalas en orden de compacidad.
· Trata de llegar a un acuerdo sobre el significado del término.
· ¿Es la fórmula área ÷ perímetro una buena manera de medir la compacidad? ¿Por qué o por qué no?
· Trata de inventar diversas maneras de medir la compacidad. Intenta que tus medidas estén en una escala del 0 al 1, donde 1 significa que la forma es completamente compacta. 
· A continuación, compara tus ideas con las de los geógrafos en la ficha de trabajo 7.
· Por último, piensa en otros fenómenos cotidianos y en cómo los medirías (volver a la ficha de trabajo 6). 



Fichas de trabajo 6 y 7 Medir y cuantificar
















































Referencia: Selkirk, K (1982) Pattern and Place - An Introduction to the Mathematics of Geography, Cambridge University Press. 

[bookmark: _Toc305415907]ACTIVIDAD G: EVALUAR AFIRMACIONES, RESULTADOS Y RAZONAMIENTO
Los alumnos que estudian activamente comprueban y confrontan continuamente las hipótesis y conjeturas realizadas por otros. Las actividades propuestas aquí están todas diseñadas para estimular este tipo de comportamiento. 

Pide a los participantes que trabajen juntos en grupos de dos o tres personas en la actividad de la ficha de trabajo 8.

	
En esta actividad se te da una serie de enunciados. 

· Decide la validez de cada enunciado y aporta explicaciones de tus decisiones. Tus explicaciones incluirán ejemplos y contraejemplos para apoyar o refutar las afirmaciones. 
· Por otro lado, deberías poder añadir condiciones o revisar los enunciados para que sean “siempre verdaderos”.
· Inventa algunos enunciados que generen un debate en el aula. 




Este tipo de actividad es muy eficaz. Los enunciados deben prepararse para animar a los alumnos a confrontar y debatir ideas falsas y errores. El papel del profesor será motivar a los alumnos para que aporten justificaciones, ejemplos y contraejemplos. Por ejemplo:

Aumento de sueldo:
“OK, piensas que a veces es verdad, dependiendo de lo que ganan Raúl y Jorge”. ¿Puedes decirme un caso en el que Jorge consiga un aumento de sueldo? ¿Puedes darme un ejemplo en el que ambos consigan el mismo aumento de sueldo?”

Área y perímetro:
“¿Puedes darme un ejemplo en el que un corte haga que el perímetro sea mayor y el área menor?”
“Supón que le doy un bocado a un sándwich triangular. ¿Qué le ocurrirá a su área y su perímetro?” 

Ángulos rectos:
¿Puedes probar que es siempre cierto? 

Fracciones mayores:
¿Crees que es siempre verdad? ¿Puedes dibujarme un diagrama para convencerme de que es así? ¿Qué ocurre cuando empiezas con una fracción mayor de uno?

Ficha de trabajo 8: ¿Es verdad siempre, a veces o nunca?


[bookmark: _Toc305415908]
ACTIVIDAD H: EXPERIMENTAR Y CONTROLAR LAS VARIABLES
Tiempo necesario: 40 minutos.  
Se presentan aquí dos actividades. Una implica planificar un experimento, la otra, trabajar con un applet informático que se facilita con esta unidad. 

Comienza debatiendo la primera de las dos situaciones presentes en la ficha de trabajo 9.

	
· Elige una de las preguntas científicas que aparecen en Elaboración de un experimento adecuado.
· Trabaja con el diseño experimental en un grupo pequeño.
· Con frecuencia en la clase de ciencias el profesor elabora experimentos y los alumnos los llevan a cabo. Trabajar con decisiones de diseño experimental plantea muchos retos tanto a los profesores como a los alumnos. Por ejemplo, los alumnos pueden solicitar algún material que no esté a tu disposición. ¿Qué otros retos existen? Elabora una lista.




Ahora pide a los alumnos que se centren la tarea de Índice de masa corporal. 

	
· Trabajad el problema de Índice de masa corporal por parejas usando el applet.
· Anota el método que estás usando. 
· Ahora visualiza con los alumnos el video que muestra una clase con estudiantes. 
· ¿Cómo organizó el profesor la clase? ¿Por qué fases ha pasado?
· ¿Por qué crees que lo organizó de ese modo?
· ¿Cómo presentó el profesor el problema a los alumnos? 
· ¿Qué métodos usaron los alumnos?
· ¿Cómo ayudó el profesor a los alumnos que tenían problemas?
· ¿Cómo animó el profesor a poner en común los distintos métodos y estrategias?
· ¿Qué crees que estaban aprendiendo estos alumnos?




Es fácil encontrar los límites a partir de los cuales alguien está por debajo del peso normal / tiene sobrepeso / es obeso cuando una variable se mantiene constante mientras que la otra varía sistemáticamente. Estos límites son:
	
	IMC (Índice de masa corporal)

	Bajo peso
	Por debajo de 18.5

	Peso ideal
	18.5 - 24.9

	Sobrepeso
	25.0 - 29.9

	Obesidad
	30.0 en adelante



Para averiguar cómo funciona el cálculo es mejor olvidarse de valores reales para altura y peso y mantener simplemente una variable constante mientras se cambia la otra sistemáticamente. Por ejemplo, si los alumnos mantienen una altura constante de 2 metros (no te preocupes si no es real), entonces obtendrán la siguiente tabla y/o gráfico:

	Peso (kg)
	60
	70
	80
	90
	100
	110
	120
	130

	IMC
	15
	17.5
	20
	22.5
	25
	27.5
	30
	32.5

	
	Bajo peso
	Peso ideal
	Sobrepeso
	Obeso



De aquí se puede observar que existe una relación proporcional entre peso e IMC (a doble peso, doble IMC; aquí IMC = peso/4). 
Ficha de trabajo 9: Experimentar y controlar variables











La actividad Índice de masa corporal está tomada de Swan, M; Pead, D (2008). Professional development resources. Bowland Maths Key Stage 3, Bowland Trust/ Department for Children, Schools and Families.  Disponible en el Reino Unido en: http://www.bowlandmaths.org.uk. Se ha usado con permiso de Bowland Trust.
[bookmark: _Toc305415909]
ACTIVIDAD I: PREPARAR UNA CLASE; IMPARTIRLA Y REFLEXIONAR SOBRE LOS RESULTADOS 
Tiempo necesario: 
· 15 minutos de debate antes de comenzar la clase
· 1 hora para la clase
· [bookmark: _GoBack]15 minutos después de la clase

	
Elige un problema de este módulo que creas que puede ser apropiado para tu clase.

Debate cómo:
· organizarás el aula y los recursos necesarios,
· plantearás el problema a los alumnos,
· explicarás a los alumnos cómo quieres que trabajen juntos,
· retarás/ayudarás a los alumnos a los que el problema les resulte sencillo/difícil,
· los ayudarás a poner en común y aprender estrategias alternativas para resolver el problema,
· concluirás la clase




Si estás trabajando este módulo con un grupo, sería útil que cada participante escogiese el mismo problema, ya que facilitará que se inicie un debate.

	
Ahora, es hora de reflexionar sobre lo que ha ocurrido.

· ¿Qué serie de respuestas tenían los alumnos para la tarea? 
¿Alguno parecía estar seguro? ¿Necesitó alguien ayuda? ¿Qué tipo de ayuda? ¿Por qué la necesitaron?
· ¿Qué procesos científicos usaron los alumnos? 
Muestra dos o tres ejemplos de trabajo de los alumnos.
· ¿Qué tipo de ayuda o guía te viste obligado a prestar?
¿Por qué? ¿Prestaste demasiada ayuda o demasiado poca?
· ¿Qué crees que han aprendido los alumnos con esta lección?




[bookmark: _Toc305415910]
LECTURAS RECOMENDADAS
Swan, M (2005) Improving Learning in Mathematics: Challenges and Strategies, Department for Education and skills and dowloadable from:
http://www.nationalstemcentre.org.uk/elibrary/resource/1015/improving-learning-in-mathematics-challenges-and-strategies 

[bookmark: _Toc305415911]REFERENCIAS
Millar, R. (1994). What is 'scientific method' and can it be taught? In R. Levinson (Ed.), Teaching Science (pp. 164-177). London: Routledge.
Wood, D. (1988). How Children Think and Learn. Oxford and Cambridge, MA: Blackwell.
Wood, D., Bruner, J., & Ross, G. (1976). The role of tutoring in problem solving. Journal of child psychology and psychiatry, 17, 89-100.
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Primas

1 Observar y visualizar

Describir y recrear lo que ves

Muestra a la clase un poster u objeto
y pide a los alumnos que describan de
la forma mas precisa posible lo que
ven.

Con los alumnos sentados espalda con
espalda; muestra a uno de ellos un
disefio geométrico simple. Pide que lo
describa de tal manera que la
segunda persona sea capaz de
reproducirlo con exactitud.

Visualizar

Pide a los estudiantes que cierren los
0jos e imaginen una situacién en la
que algo esté cambiando. Pideles que
describan lo que “ven”.

Buscar estructuras

Presenta alos alumnos un problema
que les anime a buscar diferentes
estructuras dentro de un contexto.
Pideles que usen sus estructuras para
hacer generalizaciones.

En el ejemplo que mostramos se les

podria preguntar:

e (De cuantas maneras diferentes
puedes contar los cables?

e (Puedes ver el diagrama de
maneras diferentes?

o ¢Puedes verlo como una
composicion de
paralelogramos o triangulos?

o ¢Puedes ver una forma
tridimensional?

Patron de la Alhambra

Este patron de azulejos se
encuentra en el palacio de la
Alhambra en Granada
(Espania).

e  iCOmo describirias este
patrén a alguien que no
pudiera verlo?

e Describe cémo se han
dispuesto cada uno de los
azulejos para formar el patrén.

Cubo de queso

Imagina que tienes un queso en forma de cubo y un cuchillo.
Imagina que cortas un pequeifio trozo de una de las esquinas del
gueso ¢Qué forma obtienes?

Imagina que cortas mas y mas lonchas paralelas del queso.
¢Cémo ird cambiando el triangulo? ¢ Qué formas iran
apareciendo?

iContinda hasta que no quede queso!

Ahora cambia el angulo de tu cuchillo...

Cables del puente colgante

Cuando se hace un cable para un puente colgante se ensamblan
muchos filamentos en una formacion hexagonal haciendo que
gueden “compactos”. Este diagrama representa un cable de
tamafio 5 formado por 61 filamentos. ¢ Cuantos filamentos son
necesarios para hacer un cable de tamario 10?

¢Cudntos filamentos seran necesarios para un cable de tamafio
n?

Las tareas Patrdn de la Alhambra y Cables del puente colgante estdn tomadas de Swan and Crust (1993) Mathematics Programmes of
Study, Inset for Key Stages 3 and 4, National Curriculum Council, York.
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1 Observar y visualizar (continuacion)

Buscar estructuras

Pide a los alumnos que dibujen o
construyan el modelo de wuna
estructura que puedan ver.

Por ejemplo, podrian usar cerillas,
modelar arcilla y una pelicula de
polietileno para realizar el modelo de
la estructura de este cristal de
diamante.

Cristal de diamante en la matriz

Mira esta imagen de un diamante en su roca matriz.
¢Qué estructura parece tener?

Tetraedro

Octaedro

L

Enlaces del carbono en
un
diamante

© 2010 Centre for Research In Mathematics Education University of Nottingham
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2 Clasificar y definir (continuacidn)

Crear y comprobar una definicién

Pide a los alumnos que escriban la definicién de un
poligono o de algun otro término matematico.

’

“Intercambiad las definiciones e intentad mejorarlas”.
Muestra a los alumnos un conjunto de objetos.

“Usa tu definicidn para la clasificacidn de los objetos”.
“Ahora mejora tus descripciones”.

Pide a los alumnos que escriban la descripcion de un
pajaro o alguna otra planta o animal”.
“Intercambiad descripciones y tratad de mejorarlas”.

Pide a los alumnos que miren las siluetas de algunos
animales.

“Usando solo tu descripcidn, decide cudl de estos animales

podria ser considerado “péjaro’”.
“Ahora mejora tus descripciones”.
Clasificar usando una tabla de doble entrada

Entrega a los alumnos una tabla de doble entrada para
clasificar una serie de objetos.

“Crea tus propios objetos y anadelos a la tabla”.

“Trata de explicar por qué algunas entradas en particular

no pueden ser completadas”.

¢Cudl de estos objetos es un poligono
segun tu definicién?

¢ Cual de estos animales es un pajaro de
acuerdo con tu descripcion?

» 29
ad
~-|

Simetria | Simetria

no. rotatoria
rotatoria

¢Es posible
encontrar una

simetria

Sin lineas - '
de

forma que no

‘ ‘ tenga simetria

simetria

162
lineas de

rotatoria que
Més de 2
lineas de

simetria ‘

(Las siluetas de los animales estan tomadas de Nuffield-Chelsea Curriculum Trust, 1987).
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2 Clasificar y definir
Semejanzas y diferencias

Muestra a los alumnos tres objetos.

“éCudl es el que sobra?”

“Describe propiedades que compartan dos pero no el
tercero”.

“Elige un objeto diferente de los tres y justifica por qué es
el objeto que no corresponde a la serie”.

Muestra a los alumnos algunas siluetas de animales.
“¢éPuedes nombrar los animales?”

“Corta las 20 tarjetas y divide a los animales en grupos”.
“Anota los criterios que has usado para establecer los
grupos”.

“Muestra tus grupos a otro alumno. {Son capaces de
averiguar qué criterios utilizaste para agruparlos?”

Propiedades y definiciones

Muestra a los alumnos un objeto.

“Mirad este objeto y escribid todas sus propiedades”.
“¢ Constituye alguna de las propiedades por separado la
definicion de un objeto? Si no es asi, ¢ qué otro objeto
tiene esa misma propiedad?” “éQué parejas de
propiedades constituyen una definicidén y cudles no?”

“Mira este animal y escribe todas sus caracteristicas”.
“¢Hay alguna caracteristica aislada que unicamente
identifique al pdjaro? Si no ¢qué otro animal tiene esa
misma propiedad/caracteristica?”

“éQué parejas de propiedades describirian Unicamente al
pajaroé ¢ Qué parejas no?”

(c)

o

(a)
(b)
(c)

y = X°-6x+8
y = X°-6x+9
y = X’-6x+10

Cuatro lados
iguales

Dos pares de

Las diagonales
se juntan en
angulos rectos

lados 4 ejes de
paralelos simetria
Dos Simetria Central Cuatro
diagonales angulos
iguales rectos

Dos patas Garras

Cola : .

Pico
Plumas Cuerpo redondeado

© 2010 Centre for Research In Mathematics Education University of Nottingham
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3 Utilizar distintas representaciones

Utilizar distintas representaciones

Palabras y tablas

Tras dar una descripcidén verbal, se
pide a los alumnos que realicen una
tabla de valores.

Tras entregar una tabla, se pide a los
alumnos que describan con palabras
la relacion.

Imagenes y graficos

Tras entregar una imagen de una
situacidn, los alumnos deben
imaginar cédmo podria evolucionar la
situacidon en el tiempo y construir un
grafico.

Tras entregar un grafico, se pide a
los alumnos que dibujen la imagen
correspondiente de la situacion.

Palabras y formulas

Se pide a los alumnos que
simbolicen un problema del tipo
“piensa en un nimeroy...”, explica
entonces por qué funciona. Los
alumnos deberdn proponer una
identidad algebraica y elaborar el
problema tipo “piensa un namero’
gue se ajuste a ella.

Tablas y graficos

Se pide a los alumnos que dibujen
un grafico a partir de una tabla de
datos, sin representar los puntos
dados.

Los alumnos deberan construir una
tabla de datos que se ajuste al
grafico facilitado anteriormente.

’

© 2010 Centre for Research In Mathematics Education University of Nottingham

Horas de trabajo

Construye una tabla que muestre la siguiente relacion:

“Si duplicamos el nimero de personas en el trabajo, reduciremos a
la mitad el tiempo necesario para completarlo”.

NUmero de personas 1({2(3(4(|5]|6

Tiempo necesitado (en horas)

Montaiia rusa
Dibuja un grafico que muestre la velocidad de la montafia rusa a lo
largo de la pista.

Velocidad de la
montafia rusa

-

Distancia recorrida alo largo de la pista

Piensa en un ndmero

“Piensa en un numero. Multiplicalo por dos. Stimale 6. Dividelo entre
2. Réstale el numero que pensaste al principio. Verds que la
respuesta es siempre 3”.

Construye tu propio ejemplo.

Esperanza de vida

Dibuja un grafico que se ajuste a los datos. T

Edad Namero de Edad Namero de .,

(afios) | supervivientes | (afios) | supervivientes Numer.o.de
0 1000 50 913 supervivientes
5 979 60 808
10 978 70 579
20 972 80 248
30 963 90 32
40 950 100 1

Edad
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3 Utilizar distintas representaciones (continuacion)

Relacionar diferentes representaciones (continuacion)

Tablas y formulas

Se entrega a los alumnos una tabla
de datos y estos deberan buscar
una pauta o regla general .

Los alumnos usardn ésta para
realizar predicciones.

Férmulas y graficos

Los alumnos representan los
puntos en un grafico e intentan,
usando el método de ensayoy
error, encontrar una funcién
algebraica que se ajuste a los
mismos.

Esto supone traducir en las dos
direcciones entre los graficos y las
férmulas, realizando valiosas
predicciones sobre las formas de
varias funciones.

Torneos

La tabla muestra el nimero de partidos (p) que se necesitan en un
torneo de liga en el que cada equipo juega contra otro equipo dos
veces, una en casa y otra fuera. Encuentra una formula que dé la
relacion entre el nimero de equipos (n) y el nimero de partidos (p).

NUmero de equipos (n) 2 3 4 5 6 7 8
NUmero de partidos (p) 2 6|12 20) 30| 42| 56

Usa tu férmula para predecir nuevas entradas en la tabla.
(por ejemplo: ¢écudntos partidos seran necesarios si hay 20 equipos?)

Pingiiinos

Intenta ajustar una funcién del tipo y = ax” al gréfico que muestra las
alturas y los pesos medios de cinco tipos de pingino.

Predice el peso de un pingliino, ahora extinto, cuya altura se piensa
que era de 150 cm.

Altura Peso
{cm) {kg)
Emperador 114 29.48
Rey 94 15.88
Qjigualdo 65 5.44
de Fiordland 56 3.18
Azul 41 1.13
35
30
25 /
20
15
/
10
5 “
0 Pl
0 50 100 150
Altura (cm)

Las actividades Montafia rusa y Esperanza de vida se han tomado de Swan {1985) The Language of Functions and Graphs,
Shell Centre for Mathematical Education/Joint Matriculation Board. La de Torneos ha sido adaptada de Swan (1983),
Problems with Patterns and Numbers, Shell Centre for Mathematical Education/Joint Matriculation Board. Estos ejemplos
aparecen también en Swan and Crust (1993) Mathematics Programmes of Study, Inset for Key Stages 3 and 4, National

Curriculum Council, York.
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Juego de tarjetas D: Areas

Al A2
3
2 2
A3 A4
n
n
n
n
Ab A6
i n 12
L | N

Swan, M. (2008), A Designer Speaks: Designing o Multiple Representation Learning Experience in Secondary Algebra.
Educational Designer: Journal of the International Society for Design and Development in Education, 1(1), articulo 3.
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Juego de tarjetas C: Tablas

T1 T2
n |1|2|3]|4 n |1|2|3]| 4
Sol. (14(16/18(20 Sol. 81(144

T3 T4
n |1|2|3]|4 n |1|2]3]|4
Sol. 10|15|22 Sol. | 3 27|48

T5 T6
n |1|2|3]| 4 n |1|2]3]|4
Sol. 81/100 Sol. 10(12|14

T7 T8
n |1]2|3]|4 n |12 3|4
Sol. 4 5 Sol. '¢.5| 7|7.5 8
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4 Representary establecer conexiones
Establecer correspondencias entre diferentes representaciones

Se reparte a cada grupo de alumnos un juego de tarjetas. Se pide que las clasifiquen en grupos de
manera que cada grupo de tarjetas tenga un significado equivalente. Una vez hecho esto, tendran
que explicar cdmo saben que las tarjetas son equivalentes. Pueden fabricarse también ellos mismos
tarjetas que falten. Las tarjetas estdn disefiadas para que los estudiantes establezcan distinciones
entre representaciones que con frecuencia causan confusidn.

Juego de tarjetas A: Expresiones algebraicas

E1 7 _|_6 E2 2
ES 3n

C 2n+12 | 2n+6
. 2(n+3) "’ %+6
 Bn)? | (m+e6)
120436 3+

n2+6 n’+ 62

E13 E14
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Juego de tarjetas B: Descripciones

Multiplica n Multiplica n por tres
W1  por dosy al resultado W2 vy eleva el resultado al
sumale seis. cuadrado.
w3 Suma seis a n y multiplica wa Suma seis a ny divide el
el resultado por dos. resultado entre dos.

Suma tres a n y multiplica Suma seis n y eleva el

W5 W6
el resultado por dos. resultado al cuadrado
Multiplica n Divide n
W7 por dosy sumale doce al | W8 entre dos y sumale seis
resultado. al resultado.
Eleva n al cuadrado
Eleva n al cuadrado y al . y
w9 , : W10 multiplica el resultado
resultado sumale seis.
por nueve.
W11 W12
W13 W14
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5 Estimar

Trabajad todos juntos en el siguiente problema.

Arboles

¢Cudntos arboles hacen falta cada dia para proveer a los periddicos de tu pais?

Intenta hacer una estimacidn razonable basada en hechos que ya conoces.

Para resolver este problema tienes que partir de algunos supuestos y construir una cadena de
razonamiento.

Haz una lista con cuestiones adecuadas a tu clase para trabajar sobre la estimacion

© 2010 Centre for Research In Mathematics Education University of Nottingham Pagina 12 de 17
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6 Medir y cuantificar

¢Con que magnitudes se encuentran tus alumnos en su vida diaria?

Realiza una lista:

Posibles actividades para los alumnos:

Comparar medidas

Medir una pendiente
Ofrece a tus alumnos dos maneras de
medir algo. Pideles que las compareny

que digan por qué una es mejor que otra. Coloca estas escaleras en
orden de pendiente. |

éEs la altura del escalén 7 A |
paso- longitud del escalon e 7t m
una buena manera de ]
medir la pendiente?

¢Por qué es mejor utilizar

altura del escalén + F
longitud del escalén?

Crear unidades de medida

Pide a tus alumnos que “inventen” una ¢Como medirias:

unidad de medida para un fendmeno

cotidiano y que la usen. e la “compacidad” de una forma geométrica?

e la “pegajosidad” de una cinta adhesiva?

e la“curvatura” deunrio?

e la “dificultad” de una curva en una carretera?
o el “estado fisico” de una persona?
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7 Medir y cuantificar (continuacion)

Medir la “compacidad”

Lo inadecuado de usar drea + perimetro como medida de “compacidad” puede observarse cuando se
comparan dos formas de tamafos diferentes. Piensa en un cuadrado de dos unidades de lado y en
un cuadrado de tres unidades de lado. Podriamos decir que son igualmente compactos ya que ambos
son cuadrados, pero usando la proporcidn drea + perimetro sus medidas serian diferentes: 4/8 = 0.5
and 9/12 =0.75.

Podriamos adaptar esta medida para hacerla dimensional usando la férmula: C = %,
donde g = drea y p = perimetro. Esto daria, entonces, el valor 1/16 para ambos cuadrados. Esta

o’ 1
Qmry  4rx
Para hacer que la medida esté entre 0 y 1 podriamos, por tanto, agrandar a escala multiplicando por
4n. Los gedgrafos se valen de esto y lo denominan Ratio de circularidad (Selkirk, 1982):

proporcién adquiere su maximo valor cuando la forma es circular. En ese caso C =

Ratio de circularidad

B 4a

C = ) donde g = drea; p = perimetro de la forma

p

Una critica a esta unidad de medida es la dificultad que supone definir y calcular p cuando se trata de
medir limites irregulares muy grandes como por ejemplo paises o cuencas de los rios. Otras posibles
medidas, también propuestas por Selkirk, son:

Ratio de forma

4a
C=2p

donde a = drea; / = longitud de una linea que una los dos puntos mas distantes

Ratio de compacidad

Cy= donde a = 4rea; R =radio del circulo mas pequefio que rodee la forma
Ratio de radio

v . ; . .
C,=— donde r = radio del circulo mayor que pueda insertarse en la forma; R = radio del
R circulo mas pequeno que rodee la forma
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7 Evaluar enunciados

Se da a cada grupo de alumnos un juego de tarjetas con enunciados. Estos enunciados deben estar
relacionados de alguna manera. Los alumnos deben decidir si son los enunciados son verdaderos

siempre, a veces 0 nunca.

e Sipiensan que son verdad siempre o nunca, deben explicar cdmo llegan a esa certeza.
e Sipiensan que son verdad a veces, deben definir exactamente cuando son verdaderos y

cuando no.
Aumento de sueldo Rebajas
Raul consigue un aumento de sueldo del 30%. Al inicio de las rebajas se disminuyen los precios
Jorge consigue un aumento de sueldo del 25%. un 25%. Al finalizar las rebajas los precios
aumentaron un 25%. De este modo los precios al
De esta forma Raul consigue un aumento de inicio y al final son los mismos.
sueldo mayor.
Area y perimetro Angulos rectos
Cuando cortas un pedazo de una forma reduces Un pentagono tiene menos angulos rectos que
su area y perimetro. un rectangulo.
Cumpleaiios Loteria
En una clase de diez alumnos la probabilidad de En una loteria los siguientes seis nimeros:
que dos alumnos hayan nacido el mismo dia de 3,12, 26, 37,44, 45
la semana es de uno. tienen mas probabilidad de salir que los

siguientes seis niumeros: 1, 2, 3,4, 5, 6.

Fracciones mayores Fracciones menores
Si aflades el mismo namero al numerador y al Sidivides del numerador y del denominador de
denominador de una fraccion, la fraccién una fraccion por el mismo nimero, la fraccion
aumenta de valor. disminuye de valor.

Raices cuadradas Series
La raiz cuadrada de un namero es menor o igual Si el limite de la secuencia de términos en una
que el nimero. serie infinita es cero, la suma de las series es

cero.
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9 Experimentar y controlar variables

Disefar el experimento adecuado

éUn trozo o dos?
Se pide a los alumnos que disefien y
realicen un experimento para
encontrar la relacién entre dos o
mas variables. Una vez hecho, han
de pensar en cdmo controlar otras
variables

Los terrones de azlicar necesitan un cierto tiempo para disolverse
en el café. §Qué factores podrian afectar a la velocidad de
disolucién? Disefia y lleva a cabo un experimento para investigar la
relacion entre la velocidad de disolucion y uno de esos factores.

Avion de papel
Anchura

_

Alicia quiere saber cdmo construir un avién de papel que pueda
volar durante mucho tiempo. ¢ Qué factores podrian afectar al
tiempo de vuelo?

Disefia y lleva a cabo un experimento para investigar la relacién
entre el tiempo de vuelo y uno de esos factores.

Investigar como funciona una calculadora

indice de masa corporal
Se da a los alumnos una hoja de
calculo o una calculadora online
para investigar. El reto es averiguar
cémo funciona.

Body Mass Index (BMI) Calculator

Enter values for height and weight.

Por ejemplo, la calculadora que se

muestra aqui se usa en paginas web Heioht: -
eight: 1.83( metres
para ayudar a los adultos a 9 -

comprobar si tienen o no sobrepeso. Weight: kilograms
Los alumnos introduciran valores de

altura y peso y recopilaran los datos BMI: 23.9

para descubrir cémo calcula la

calculadora el IMC. You are in the | Ideal weight | category

Body mass index (BMI) is measure of body fat

Hay muchos otros ejemplos online. that applies to adult men and women.

Intenta averiguar cdmo funciona la calculadora al calcular el indice
de masa corporal a partir de la altura y peso de una persona.
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